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Definicao

Um qubit é um sistema quantico descrito por um espaco de Hilbert
bidimensional chamado de espaco de qubit TH

@ Para entender o que é um qubit, vamos ver o que s3o espagos
de Hilbert e quais nocdes adicionais sdo necessdrias para a
formalizacdo de um qubit em termos desses espacos.
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Produto Interno UFABC

O conceito mais fundamental para nés é o de produto interno.

Defini¢do (Produto Interno do Espago de Hilbert)

O produto interno é a funcao
(w):HxH—C
(,0) = (¥, )

que satisfaz para todo ¥, v, p1,92 € He a,b e C:
o (¥, (ap1 + bp2)) = a(yh, 1) + b, p2)
o (v,p) = (¢, >
° (¥,9) >0, com (1)) =0 < ¢ =0
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Produto Interno UFABC

Algumas implica¢cGes da defini¢do:
e Da simetria por conjugagdo: (¢,1) € R
@ Antilinearidade no primeiro argumento:
(a1 + biba, @) = 3(Y1, ) + b(vha, )
Identidade de polariza¢do: (¢, ) =
7 ([0 +@lP =1l =@l +ille = iol* — il + ig]?)
@ Obs.: E comum em fisica usarmos a convengdo de

anti-linearidade no primeiro argumento e linearidade no
segundo.
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Espaco de Hilbert UFABC

Defini¢do (Espago de Hilbert)

Um espaco de Hilbert H é um espaco vetorial complexo com um

produto interno que induz a norma: || - || : H — R, ¢ — /(¢, ) .
Ainda, H é completo em relagdo a norma.

@ Espacos completos: para toda sequéncia de Cauchy
convergente (¢n)nen C H temos lim ¢, = ¢ € H.
n—o0

@ Sequéncia de Cauchy convergente: Uma sequéncia (¢;)ies €
dita ser de Cauchy convergente se Ve > 0, IN(e) € Z tal que
para todo m,n > N(e) temos ||om — pnl| < €.

@ Em Mecéinica Quantica os espacos de Hilbert sdo separdveis
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Exemplos UFABC

e Espaco de sequéncias infinitas quadrado somaveis £2

Sejam as sequéncias (x)nen € (Vn)nen- A adicdo entre elas é
definida coordenada a coordenada

Xn 4+ Yo =(x1, %2, Xny Xng 1,0 )+ (V1. Y2, 3 Yny Yagl, o)
=(x1+y1, s Xn+ Yn, )
a(xp) =(ax1, - ,axp,---),a€eR

[Ixall2 =l (xa)nenillz = (baf? + - Jxaf* + -+ )2,

com ||x||2 < oo.
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Exemplos UFABC

o C" com:
Z] n
zZ = ,Z,‘GC;<Z W> :Z?IWI
2 i=1
e base ortonormal: {(e;),i =1,---,n}.
o [?(R3)

[2(R3) = {zp R — (C,/R3 lh(x)|2d®x < oo}

com produto interno definido por !

(Y1,12) = /R3 1y (X) o (x)d>x

1Esse espaco com esse produto interno é de dimens3o infinita e usado para
descrever posicio e momento de uma particula no espaco 3D.
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Base Ortonormal UFABC

Definicdo (Base Ortonormal)

Uma base ortonormal é uma base {e;,j € I} € H que satisfaz
(ei,e) =9dj,j €l

o Facilidade no calculo de coeficientes na expansdo de vetores.
Seja {e;,i =1,---, N} uma base orthonormal de um espago
vetorial N -dimensional. Entdo V¢ € V :

N
= e €C
i=1
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Base Ortonormal UFABC

N
b= Zwiei,lbi eC

i—1
Para um e; particular :
N N
— (e, ) = (&), > _ier) = > _vilej, &) =
i=1 i=1
N
= Zlbi@'i =1j
N
— =) eile, )
i—1
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Base Ortonormal UFABC

Nesse caso o produto interno toma uma forma simples:

. _’ N N N
¢7¢ Z¢lelaz¢lel :Z lela¢lel =
v v
¢1 Yilei, e) o
L L vleel =2 o

antilinear

E a norma pode ser escrita em termos do produto interno

VI = Kvoen)|? + -+ [{v, en)]?
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Pitdgoras UFABC

Teorema (Teorema de Pitdgoras)

Sejam 1, p € H e {e;} uma base ortonormal. Se ¢ € H,,., com
Hy,1 = {¢ € H| (4, p) = 0}, entdo

[l + 9112 = llll? + Il

Demonstracao.

Da definicao de produto interno temos:

(W, ) = 0= (P, ) = {p,¥),

Assim,

llo + ¥lI? = {0+ ¥, 0+ ) = (0, 0) + (0, %) + (¥, 0) + (¥, ) =
(@2 0) + (W, 8) = 2 + 18] O
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Teorema de Riesz UFABC

Teorema (Teorema da Representacdo de Riesz)

Seja V' um espaco vetorial de dimensio finita e f, um funcional
linear in V. Entdo existe um dnico u € V tal que

fu(v) = (u,v),Yv e V.

o Existéncia: seja {ej} uma base ortonormal . Para todo v € V
temos:

= (u,v),Yv e V.
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Teorema de Riesz UFABC

Teorema (Teorema da Representag¢do de Riesz)

Seja V' um espaco vetorial de dimens3o finita e f, um funcional
linear in V. Entdo existe um dnico u € V tal que

fu(v) = (u,v),Yv e V.

e Unicidade: supomos f(v) = (u,v) = (', v),Vv € V . Entdo
(u,v) — (U, v) =0,Vv € V . Por linearidade:

(u,v) = (U, v) =(u—1u,v) =0

Sejav=u—u, entdo (u— v ,u—u)=0. Mas por
definicdo de produto interno (v,v) =0 <= v = 0. Entdo,
u—u =0 = u=1.0
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Bras e Kets UFABC

Com o produto interno definimos o funcional bra:

Definicao

Para cada ¢ € H existe um funcional f, : Hl — C, associado a um
tnico ¥ € H, tal que fy(¢) = (¢, ¢).

Alguns pontos:

@ Do Teorema de Riesz hd uma correspondéncia 1-1 entre
vetores num espaco vetorial e funcionais lineares em seu dual
construidos a partir do produto interno. Mais, qualquer
funcional linear em V é da forma (u, v)

@ O espaco dual H* tem a mesma dimens3o que H. O
isomorphismo entre H e H* é antilinear pois a bijecdo
¢ € H— f, € H* é anti-linear (ja que ¢ — Z,Nzl f(ei)ei).

@ A identificagdo entre vetores em H e funcionais em H* entdo
motiva a nota¢ao de Dirac.
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Bras e Kets UFABC

Notacdo de Dirac:
e ) € H é denotado |¢)) e chamado de ket.
e fy(-) € H* é denotado por (¢| e chamado de bra.

@ Aplicacdo de um bra sobre um ket:

(9,9) = (0l([¥)) = (¢|¢) (Braket)
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Notacdo de Dirac UFABC

Nessa notacdo a expansdo dos vetores na base fica
Y= eile, ) = > |ei)eilt)
i i

Para um operador no espaco de Hilbert, também usamos a

notacdo Aly)) = |Ay) 2
A aplicagdo do operador sobre o ket (vetor) |i)) é entdo

Al) = 1AG) D lei)(ei| Ap) =

1

=Z\e,-><e,-A Zrej><ejw> >:Z|e,-><e,-|Aej><ej!w>.

2Basicamente estamos salientando que um operador atuando em um ket é

um novo ket transformado por A.
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Notacdo de Dirac UFABC

Isso motiva a defini¢3o:

Defini¢do (Elementos de Matriz de um Operador)

Para um operador A em H e uma base ortonormal {|e;)},
definimos:

A,‘j = <e,-]Aej>.

e o identificamos como o elemento (i, /) da matriz [A]{|¢)}- A
matriz (Ajj)ij=1,. dimu € @ matriz do operador nessa base e
usamos o mesmo simbolo A para denotar o operador e sua matriz.

V.
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Operador Auto-adjunto UFABC

Operador adjunto na notacdo de Dirac:

o (A"|p) = (Y|Ap); V|¢) com [p) € H.
@ Se é auto-adjunto, isto é, A* = A, entdo (AY|p) = (Y|Ap).

Proposicao

A ‘atuacdo em um bra’ de um operador A é dada por (Ap| = (p|A*
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Operador Auto-adjunto UFABC

Demonstracao.

Lembrando que (¢| = f4(-) . Entdo Ag(¢) = ((Ag])|v) = (Adlt))

A atuacdo desse bra é dada por

(Ap| :H—C
P = Alg(¢)) = (AYlp)
Ja (¢|A* é dado por
($|A* 1 H — C
b= @(Y) = (9|A™)

Da definicao de adjunto e do fato que o adjunto do adjunto é o

préprio operador: (Ad|y) = ((A*)*¢[y) = (p|A™Y). O

v
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Outras Propriedades UFABC

o (cA)* =CcA*

((cA)"9ly) = (dlcAY) = c(¢|AY) = c(A"d[Y) = (cA™d[Y)
= (((cA)" —cA")¢l¢) =0

Mas (¢, ) =0,Vp € H <= ¢ =0 . Entdo

(A —cAY ) =0 = (cA)" = cA"

o Adjunto dos elementos de matriz: A}, = Aji.

Se é autoadjunto entdo Aj; = AT, Da definicdo de elemento
de matriz numa base ortonormal:

Ay = (el A%g) = (A") ele)) = (Aeiley) = (glAey) = A;
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Projecao UFABC

Definicao

Um operador num espaco de Hilbert satisfazendo P2 = P é
chamado de projecdo. Se P* = P, entdo é chamado de projecio
ortogonal. Se H C H e Py é uma projecdo ortogonal e satisfaz
Pul) = |¢) V|p) € H, chamamos Py de projecdo no subespaco
H.

@ Para cada projecdo ortogonal podemos escrever
P =" |vi)(®i|, onde {¢;} é um conjunto de vetores
ortonormais.

@ Se existir somente um |1)) denotamos Py, = [1)(¢)] e
chamamos de proje¢do sobre [1)).
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Traco

Definicao

Seja {|ej)} uma base ortonormal em um espago de Hilbert H. O
traco é definido como:

tr: L(HLH,C) — C
A tr(A) = Z(e;\Ae;) = ZA,‘,'.

i i

.
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Base de C”" UFABC

Para um espaco de Hilbert n-dimensional podemos definir um
isomorfismo H ~ C" pela transformacdo t : H — C” que nos
permite identificar uma base ortonormal {e;)} C H com a base
candnica em C” de forma que:

1 0
t‘el>: N A ,t\e,,):

0 1

A convencdo é simplesmente escrever igualdade em vez de carregar
t.

Como existe o isomorfimo (antilinear) H ~ H* , ent3o temos uma
base dual {(u;|} que satisfaz (uj|e;) = d;; . Fazemos, entdo, a
identificacdo (por H* ~ H ~ C" )

(el\:(l 0 --- 0),'”,(6,1\:(0 oo 0 1)



Base de C”" UFABC

Com essa identificagdo em forma de matrizes colunas e matrizes
linhas, também podemos realizar o produto

0
0
lej)(ej| = i linhas 110 -~ 010 -+ 0
0 )
j colunas
L \O

|
|
——— 1(.K)
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Base de C”" UFABC

Como o isomorphismo entre H e H* é antilinear, entdo se
expandirmos um vetor na base canonica, devemos ter:

ai
W)=Y aley=| : | = @wl=> alel=(G - an)

i an i
O produto entre um ket e um bra é ent3o:

a1 aby - aib,
_ bn) _ .
dn ana T anFn

Como estamos num espaco de dimens3o finita, a matrix n x n
acima tem um operador associado e identificamos produtos do tipo
|x)(y| como operadores.
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_dimH =2 .

Vetores da base:

@=0=(p) le=m=(}) @=c
(1] = (0= (1 0), (e]=(1]=(0 1) (H* ~ H ~ C?)
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Operadores:

|Wm:@w1®=(é®JWH=<®@?U=©é)
|1><0|=<(1’> (1 o)=<(1) 8>,I1><ll :((1)> (0 1)=<8 (1))

o Estados nessa base: |p) = a|0) + b|1),|v) = c|0) + d|1) .
@ Produto de um ket e um bra:
o) (| = (al0) + b|1))(€(0] + d(1]) =
= ac|0)(0| + ad|0)(1| + be|1)(0] + bd|1)(1]

__[ac ad
~ \bc bd
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© Estados e Observéveis
@ Estados Puros

@ Alguns Postulados Relevantes da Mecanica Quéantica
@ Qubits
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Estados Puros UFABC

@ Uma grandeza fisica que pode ser medida é chamada de
observavel.

@ O conjunto de objetos preparados de forma idénticas (ideal) é
chamado de ensemble estatistico.

o Estados descrevem esse ensemble de objetos cujas medicoes
de grandezas resultam em distribui¢des de valores.
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Postulado 1: Representacdo de Observaveis UFABC

Definicdo (Postulado 1: Observaveis)

Uma grandeza fisica de um sistema quéantico é representada por
um operador auto-adjunto em um espaco de Hilbert. Se o preparo
de um ensemble estatistico é tal que para qualquer observavel
(representado por um operador auto-adjunto A) o valor médio
dessa grandeza é calculada por

(Ay = (Y|AY),

com [¢) € H, |[¢|| = 1, entdo chamamos (A),, de valor esperado
de A no estado puro [1)).

Definicdo (Raios Unitdrios e Estados Puros)

Para qualquer |¢) € H com |[¢|| = 1, o conjunto
Sy = {e'*|Y), @ € R} é chamado de raio em H com [¢)) sendo seu
representante. Estados puros sdo descritos por representantes.
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Postulado 2: Probabilidades de Estados UFABC

Definicdo (Postulado 2: Probabilidades de Estados)

Em um sistema quantico os possiveis valores que podem ser
medidos de um observével sao dados pelo conjunto de autovalores
do operador associado ao observével. A probabilidade Proby(\)
que para um sistema quantico em um estado puro |¢)) € H uma
medida do observavel resulte no autovalor A\ de A é dada pela
projecdo Py no autoespago de \, Eig(A, \), e escrita como

Proby () = ||Palv)]|%.

.

Proposicao

Sejam os estados de um sistema quantico descritos por raios em
um espaco de Hilbert H. Se o sistema foi preparado no estado
|¢)) € H, entdo a probabilidade de observa-lo no estado |¢) € H é
dada por Prob = |{p|¥)|?.
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Postulado 3: Colapso da Funcao de Onda UFABC

Defini¢do (Postulado 3: Colapso da Fung¢io de Onda)

Se a medicdo de um observavel num sistema em um estado puro
|¢)) € H resulta no autovalor )\, entdo a medi¢do causou a seguinte
transi¢do de estados |¢)) — II?JT%’ onde P, é a projecdo no
autoespaco de A.
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Qubits sdo sistemas quénticos de dois niveis (descritos por dois
vetores em sua base).

O exemplo cldssico é usar elétrons e seus spins, ignorando posi¢do
e momento deles (ja que nesse caso é preciso usar um espago de

Hilbert de dimens3o infinita).

Nesse caso nossa base é denotada por
0) =1[12,[1) = 12)

que sdo autovetores (autoestados) de

(1 0
[zl = (g 4
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Também poderiamos medir o spin nas direcdes x e y. Os vetores
correspondentes em termos da base {|0),|1)} sdo dadas por

=11 = (110 +1 1)
)= 1ah = (19— 1 )
115) = 5(1 720 + 11 1))
19) = Z5(112)+1 42)

Esses vetores sdo autoestados de oy, 0, respectivamente.
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Qubits

@ Experimento de Stern-Gerlach

-
o]
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@ Seja S, o operador de spin na direcdo z. Se aplicarmos ele a
|0) obtemos como autovalor A = +1/2. Se aplicarmos a |1)
obtemos A = —1/2. Para evitar esse fator de meio, definimos
o =25;.

@ Preparamos entdo o elétron de forma que ele esteja, por
exemplo, em um autoestado o, e dessa forma representar os
bits classicos: |0) para 0 e |1) para 1.

@ Isolando o elétron de interacées 0 maximo possivel de forma
que ele permaneca nesse estado, realizamos algum
experimento para medir seu spin, sabendo que serao os
autovalores correspondentes a o.
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@ Mas |0),|1) ndo sdo os Unicos estados possiveis de serem
medidos. De fato, podemos ter qualquer combinacao
al0) + b|1) com |a|? + |b|?> = 1;a, b, € C. (principio da
superposicdo de estados).

@ Essas combinac¢des lineares nao acontecem em computacao
classica. E por isso que, a principio, um sistema quantico
pode conter muito mais informagdo do que um bit classico.
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Qubits

Definicdo (Qubits (Scherer 2019))

Um qubit é um sistema quantico descrito por um espaco de Hilbert
bidimensional YH chamado de espaco de qubit. A informac3o
armazenada em um qubit estd contida num estado de qubit

|4} € YH no qual o sistema se encontra e tal sistema é
manipulado e 'lido’ de acordo com os postulados da mecanica
quantica. Selecionamos uma base ortonormal no espaco de qubit
{]0),]1)} e um observavel representado por um operador
auto-adjunto o, que tem o autovetores normalizados |0) com
autovalor +1 e |1) com autovalor —1.

.
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@ Bit cldssico: 'recepiente’ da informacdo cléssica, cujo
'conteddo’ sdo os valore {0, 1}.

@ Sistema quantico bidimensional: 'recipiente’ da informac3do
quantica descrito por H, cujos 'valor' é o estado |¢) € TH
em que o sistema se encontra.
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@ Consequéncia do postulado 3: Uma medida de o, resulta em
um dos valores observados +1 ou —1 e projeta o qubit nos
autoestados correspondentes |0) ou |1).

@ Resumindo:

Valor observado de o, : +1 — Estado de qubit |0) — Valor cldssico : 0
Valor observado de o, : —1 — Estado de qubit |1) — Valor cldssico : 1
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